GEOMETRIE DANS L’ESPACE

C. Holtzmann

EXERCICE 5.1. :

—_— = —
AD.(BD + DC)

—_— — —_— =
(AD,BD )+ ( AD,DC")

( AD,BC)

2. La distance :

1l faut vérifier que M1 Mz = min{N;N2|N; € Dy, Ny €
Ds}. Soient donc N; € D; pour i = 1,2. On a

NiNy = M1 My + N1 My + MaNs

(AC,BD )+(CD,BD )+ ( AB,DC ) 1h{ it
,0 ) 70 / Iﬁllggt%gl ¢ des vecteurs entraine
= 0

EXERCICE 5.2. :

1. existence et unicité :

Soient Ay € D1, Ay € Dy. On note uy, us des vecteurs di-
recteurs respectifs de Dy, Dy. Soient My € Dy, My € Do 11
existe donc une unique droite perpendiculaire si et seule-
ment si il existe une unique solution au systéme d’équa-

tion :
—_—
M1M2.u1 = 0
S: —_—
MlMQ.’u,Q = 0

—_— —_—

Il existe a, B € R tels que A1 M7 = auy et AsMy = Bus.
—_— —

On a donc My Ms = auy + A1 As + Bus. Ainsi, S équivaut

a
2
S - alur ||* +A1A2.u1 + Pusuy = 0
' Al A 2 =0
auy.ug + A1 Asus + 3 || U2 || .
Le déterminant de ce systéme est
det || Ui ||2 U2.U1 :” g ||2|| U ”2 —uq.us
urug | ug |? '

qui est non nul car D; et Dy ne sont pas paralléles car
non coplanaires.

On en déduit I'existence et I'unicité de la solution en «, (3,
ce qui entraine I'existence et 'unicité de My et Ms.

| NiNy |P=| M1 My ||* + || Ny Mi+MaNs ||=]| MyMs || .

EXERCICE 5.3. :

On a
AlJ_DQ s Aleg
AQJ_Dl s AQJ_Dg
AgJ_Dl s AgJ_DQ.

On en déduit que Dy LA, As. La droite Dy est donc une
perpendiculaire commune & Ay et As.

Soit maintenant s une affinité d’axe ( w ), de direc-
tion u' et de rapport k. Elle envoie M, My sur deux

points My, M} tels que HiM| = kH M; = kM\d; et
- T2
HyM) = kHy My = kXadz. On en déduit que

I MM 2= k(T + X5)+ [l

On vérifiera également (& l'aide par exemple du théo-
—_—

réme de Thalés) que M{ M} € P. Finalement, si on peut
12— lul?

My M3 —ul?’

tés du segment cherché.

(Ne pas oublier de traiter le cas ou MMy =| u ||.)

prendre k? = on trouve My, M} les extrémi-

EXERCICE 5.4. :

Attention, il faut supposer que 3 est non paralléle
— -
au plan ( D1,Ds ) et au moins [ > d(D1, Da).

On note Hy, Hs les points respectifs de D et Dy tels que
(H1H3) soit la perpendiculaire commune a Dy, D3. On
note u = Hi{Hs. On se donne dq,ds des vecteurs direc-
teurs unitaires respectifs de Dy, Ds.

Soit P un plan de direction P et M7, M> les points d’inter-
section de P avec respectivement Dy et Ds. Il existe alors
/\1,/\2 € R tels que H{M; = M\dy et HoMs = Xads. On a
alors M1 My = \idy + u + Aady. Comme w est orthogonal
a dy et do, on obtient

—
| MiMa [[P= 27+ N3+ [ u|®.

EXERCICE 5.5. :

L’assertion est fausse. Considérons l'espace euclidien
orienté, vectorialisé en un point O de base orthonor-

. - = - - —

mée directe (i, 5, k). On note Py = Vect( i, j)
—

et Py = Vect(?7 k). On considére les points

A(0,0,0),B(0,1,1),C(1,0,1),D(1,1,0). Les projections
des points ABCD sur P; et P, forment respectivement
des carrés (qui sont donc des parallélogrammes.) Néan-
moins, A, B,C, D sont des sommets d’'un cube de coté
1 non coplanaires (et de fait, ABCD n’est certainement
pas un parallélogramme.)

EXERCICE 5.6. :

1. Pour bien comprendre : cas du plan :

On se donne trois points A, B, C' du plan non alignés. On
va montrer qu’il y a au maximum trois possibilités de
droites A telle que d(A,A) =d(B,A) =d(C, A).

Analyse : Soit en effet A une telle droite. On pose
Ha,Hp, Ho les projections orthogonales respectives de



A,B,C sur A. On obtient donc trois vecteurs uy =
— — —

AHs,up = BHp,uc = CHg de méme norme et pa-
ralléles. On en déduit

us = *tup = tuc.

Par exemple, on a ugy = up = —uc. On a alors une seule
possibilité pour A qui est

A =t,,(AB).

Il y a donc au maximum autant de possibilités de droites
que de cas uy = *up = tuc possibles, qui sont au
nombre de trois (le cas ug = up = uc étant impossible
car A, B, C sont non alignés).

Synthése : Pour chaque droite (AB),(BC),(CA),
on pose respectivement Ic,ls,Ip les projections des
points C, A, B sur (AB), (BC), (CA). Les médiatrices de

[IcC), [I4A], [IpB] répondent au probléme.

2. Maintenant, le cas de l’espace :

On se donne quatre points A, B, C, D de I’espace non co-

planaires. On va montrer qu’il y a au maximum sept pos-
sibilités de plans P telle que d(A, P) = d(B,P) = d(C, P).

Analyse : Soit en effet P une telle droite. On pose
Ha,Hp,Heo, Hp les projections orthogonales respectives
de A,B,C,D sur P. On obtient donc quatre vecteurs

— —_— — —_—
us = AHA,uB = BHB,uC = CHc,uD = DHD de
méme norme et paralléles. On en déduit

ug = tup = uc = fup.

Si deux vecteurs parmi up, uc,up sont égaux a w4, par
exemple u» —up, on a alors une seule
possibilité pour P qui est

P = t.,({ ABC)),

:uB:uC:

Sinon, s’il n’existe qu'un seul vecteur parmi up,uc,up
égal & uy, par exemple up, on a alors une seule possibi-
lité pour P qui est

—

P =t.,({ ABCD )).

(Notons que P est bien un plan car A, B,C, D sont non
coplanaires.)

Il y a donc au maximum autant de possibilité de
droites que de cas ua = +up = fuc £+ up possibles, qui
sont au nombre de sept (le cas ug = up = uc = up étant
impossible car A, B, C, D sont non alignés).

On pensera a faire la synthése comme dans le cas du
plan.



