CORRECTION DES EXERCICES DE GEOMETRIE

L3

C. Holtzmann

1 Géométrie affine

EXERCICE 1.1. :

A B’

REMARQUE : En général, on a :
— —_—
M est le milieu de [AB] & AM =MB
— —
< 2AM = AB
P— —
& 2MB = AB.

Retour a Uexercice :

Soit M le milieu de [AB’]. On montre que M est milieu
de [A’B] en montrant A'B = 2A’M.

— —_— s —
AB = AM+MA+ AB
—_— ——  —
= AM+B'M+ AB (M est milieu de [AB])
= AM+ B'M+ A'B" (ABB'A’ parallél.)
—_—
=A"M
= 24'M

—

De plus, A, BED = D ={AB).

EXERCICE 1.2. :

—

Existence : A, BeD=A+ ( AB)

Unicité : Soit D = C—i—B. Supposons que A, B € D. Alors

— —

C+D = A+AC+ D

:A—|—B carA,CDéA—CzEZ_)).

EXERCICE 1.3. :
On note A le plan affine sur le corps Z/3Z.

1. Nombre de points de A :

Soit O un point fixé de A. L’application
A — (Z/ 3Z)2
—
M —~ OM
est une bijection. On a donc
card(A) = card((Z/37)?) = 9.
2. Chaque droite a 8 points :

Soit D une droite. Il existe donc A € A et @ € (Z/3Z)?
tels que

D={A+\i|\eZ/3Z}.

L’application
72/3%2 — D
A — A4 )du

est donc une bijection. Le nombre de points de D est donc
card(Z/3Z) = 3.

3. Nombre de droites de A :

Soit U ’ensemble des droites de A. On note A5 I’ensemble
des sous-parties & deux éléments de i} Pour tous deux
points A, B, il passe une droite A+ ( AB ). L’application

f: As
{A, B}

— U

— A+<_B)>

est donc bien définie. On en déduit que

A= || (D)

Deu

et donc que
card(Asz) = Z card(f~1(D)).
Deu

Or, la question précédente nous dit que chaque droite
contient exactement trois points. Il existe donc (3) = 3
éléments dans f~1(D). On en déduit

card(Ag) = Z 3 = 3.card(U/).

DeU

Finalement, on obtient

card(Az)
3

=12

card(U) =

Les droites sont les suivantes :

4. Par chaque point passent 4 droites :

Soit ~ la relation de congruence déterminée sur (Z/37)%—
{(0,0)} par u ~ v si u et v sont colinéaires. Il s’agit ici de
déterminer card(V') ot V est un systéme de représentants
des classes de ~. On a

V ={(1,0),(0,1),(1,1),(1,2)},

5. Pour une direction donnée,il existe 3 droites paralléles :

Soit D une direction fixée et ~ une relation de congruence
sur A donnée par A ~ Bsi A+ D = B+ D. Soit V un



systéme de représentants des classes de ~. Le nombre
demandé correspond a card(V). On a

A

UA+D
AcA

L] A+D
AeV

Ainsi, on a

card(A) = Z card(A+ D) = Z 3 =card(V) x 3

AeV AeV
On en déduit
card(V) = carcil))(.A) = g =3.

ce qui implique B € F;. C’est contradictoire.
—_—
Si M € F5, comme B € F5,ona BM € Fy. Or B est le
milieu de [AM]. Ainsi, on a
— —
AB =BM € F,

ce qui implique A € F;. C’est encore contradictoire.

EXERCICE 1.4. :

& On va supposer que l'espace affine est pris sur un
corps non isomorphe a Z/27Z.

F1UF; est un sous-espace affine si et seulement si F; C Fo
ou Fy C Fi.

< évident.

= : On suppose que F; UF; est un sous-espace affine. On
note F; et F, les espaces vectoriels respectivement asso-
ciés a .7:1 et .7:2.

Supposons que F; ¢ Fo et Fo ¢ Fi. Il existe alors
A€F —Fryet Be Fy—F. Soit M = A + 2AB.
Comme F7; U Fy est un espace affine, on a

M e FLUFs
autrement dit, on a
M e FLouMeF.
—_—
Si M € Fi, comme A € Fi, on a AM € F; et donc

— —
AB =2AM € Fy

EXERCICE 1.5. :
Si le sous-espace est affine, la propriété est évidente.

Supposons maintenant que la propriété soit réalisée.
Soit O € F. On pose D = {O—]\j | M € F. On va montrer
que D est un espace vectoriel sur K, ce qui signifiera que
F est un sous-espace affine.

» Stabilité par multiplication :

— —
Soit A € K et OM € D. Soit N = O + A\OM. Par hypo-
these, on a (OM) C F. On en déduit directement N € F
et donc

—
AOM € D.

» Stabilité par addition : .
Soient OM,ON € D. On pose A =0 + OM + ON.

>\

Par hypotheése, on a (NM) C F, ainsi si I est le milieu 1
de [NM], on a I € F. Toujours par hypothése, on a donc
(o1 c F.

Par construction, OMAN est un parallélogramme.
Comme les diagonales du parallélogramme se coupent en
leur milieu, on a A € (OI) C F. On en déduit que

—_— = =
OM +ON =0A e D.

EXERCICE 1.6. :

On note Dy, ..., D, la collection de droites distinctes
données. On démontrera la propriété énoncée par récur-
rence sur n > 2.

» Casoun=2:

Par hypothése, Dy et Dy se coupent, on note O le point
d’intersection de Dy et Ds. Ainsi, on a

D1=O—|—D1 etD2:O+D2.

Elles son contenues dans le plan A + ( D1, D5 ).

» Casoun=>2:

On note Aj,...
de D,,+1 avec Dy, ...

, A, les points d’intersections respectifs
Dy.
) n

e Supposons que les droites Dy, ..., D, soient concou-
rantes. On note O le point de concourance.
S’il existe ¢ € [1,n] tel que A; = O, alors les droites
D1,...,Dypy1 sont concourantes en O.
Sinon, Ona(ﬁ#ﬁ‘diz 1,...,n. De plus, on a

—
OAZ = OA1 + AlAl S < OAl,Dn+1 >
Pour tout i € [1,n], on a donc
— _—
Di=0+(0A; )€ O+ (0A,Dpi1).

Les droites sont donc coplanaires.

e Supposons maintenant que les droites ne soient pas
concourantes. Il existe donc j € [2,n] tels que A; # A;.
Soit B € Dy ﬂDj.

B est distinct de Ay, sinon, D, 11 = Dj.
. _
Si on note P = B+ ( BA;, A1As ), on a alors

Dy, D, Dpy1 € P.

Or, par hypothése de récurrence, toutes les droites
D1,...,D,, sont dans le plan P. Elles sont finalement



toutes coplanaires.

EXERCICE 1.7. :

1.

B I

Les quadrilatéeres AMCC’ et C'MCB sont des parallélo-
grammes :
> cas de AMCC' :

Les segments [AC] et [C"M] se coupent par définition en
leur milieu B’.

> cas de C'"MCB :

— — —
On a BC' = C'A = CM (respectivement d’aprés la dé-
finition de C’ comme milieu de [AB] puis d’aprés le fait
que C'AMC est un parallélogramme.)

THEOREME DES MILIEUX :

On note D une droite passant par C’.

~+ Supposons que que D passe par B’. Alors, d’aprés les
résultats précédents, BCMC’ est un parallélogramme. On
en déduit que D = (C'B’) = (C'M) est paralléle a (BC).
~» Supposons que que D//(BC).

D//(BC .
(Egé()//()C’B’) } = D//(C'D).

Or D et (C'B’) se coupent en C’. Etant déja paralléles,
elles sont identiques et donc B’ € D.

> (CB")//(AG)//(BC") :

Par la propriété des diagonales qui se coupent en leur
milieu, on sait que AGBC" et AGCB" sont des parallé-
logrammes, d’ou (AG)//(BC") et (AG)//(CB").

» G milieu de CC" :

On va montrer que BCB”C"” est un parallélogramme. Ses
diagonales (CC") et (BB") se coupent en G. Par la pro-
priété des diagonales, on obtiendra G milieu de [BB"] et
[cc.

Par la partie précédente, on a (BC")//(CB"). 1l reste a
montrer que (B”"C")//(BC) :

Le quadrilatéere AC” BG est un parallélogramme car ses
diagonales se coupent par définition en leur milieu. On
obtient

(AC")//(BG) = (GB).

Dans le triangle ACC’, comme B’ est le milieu de [AC] et
(B'G)//(AC"), le théoréme des milieux nous donne que
G est le milieu de [CC"].

» Concourance des médianes :

Dans le triangle CC” B, on utilise le théoréme des mi-
lieux, avec (C"”B)//(AG). Si on note A’ = (AG) N (BC),
on obtient donc A’ milieu de [BC]. Autrement dit, [AA’
est la troisiéme médiane et coupe les deux autres en G.

» Distance :

Par construction, on a C’ milieu de [C”G] et on a montré
que G est milieu de [C”C]. 11 est donc situé au deux-tiers
de la médiane [C'C'] en partant de C. Le probléme étant
symétrique par rapport a A, B, C, il en est de méme pour
toutes les autres médianes.

EXERCICE 1.8. :

Supposons que ’espace affine soit associé a un espace vec-
toriel £/ de dimension n.

— P ——
F = B()+<B()Bl7...7BoBk >
— —
= Bo—F{AlBoBl—‘r+AkBoBk|A1,7)\kEK}
b(i)
0 s
repére affine, la matrice des ByBy, ..., BoBy est

A= (bz(‘j) _ béj)>

Si on note ( .,bg,,i)) les coordonnées de B; dans le

1<i<n 1<G<k

Un systéme d’équation paramétrique en Ai,..., A\ est

donc

b5+ A =) + (0 — b5Y)

X1 =
zo= b e =) 0 — )
2o = b0+ MO =) (B = bM).

EXERCICE 1.9. :

Si I’équation AX = B n’admet pas de solutions, on a
F = 0. Cest un espace affine.

Si maintenant AX = B admet au moins un solution
Xy, on a
F = X0+{X—X0€RHIAX:AX0}
Xo+{X—-XoeR"| A(X — Xy) =0}
= Xo+{Y eR"| AY =0}

L’espace Sp := {Y € R" | AY = 0} étant un e.v., F est
un espace affine.

REMARQUE : X est appelé une solution particuliére
du systéme et Sy est appelé ensemble des solutions de



l’équation homogéne.

EXERCICE 1.10. :

On note H et H' les ensembles solutions des équations
a1+ ... anxy, =bet dizy + .. a,z, =0

Les ensembles H et H' sont les noyaux des applications
linéaires de matrice A = (a1,...,a,) et A= (a},...,a,).

Ce sont donc des hyperplans de R™ & la seule condition
que A et A’ sont non nuls. On se place donc dans ce cadre.

On va montrer que :
(H//H) & (Vect(A) = Vect(A)).

Le parallélisme des hyperplans équivaut a 1’égalité
H = H', ou H et H' sont les ensembles de solutions
respectifs des équations homogénes a1x1 + ...anz, = 0
et ajz1 +...a,x, = 0.

> Si A et A’ ont colinéaires, alors il est clair que H = H'.

» Si H= H’, on pose v1,...,v,_1 une base de H = H'.
Soit alors P la matrice des vecteurs vy, . . ., v, dans la base
canonique de R". L’application

p: R* — Rn1
X —

est de rang rg(*P) = rg(P) = n — 1. Autrement dit, son
noyau est de dimension 1. Par hypothése, on a

A, A" € ker(yp).

On en déduit donc que A et A’ sont colinéaires.

On cherche & déterminer a, b, c,d € R tels que P soit
solution de ax + by 4+ ¢z = d. Or P contient A = (1,0, 1),
Ay=A+u=(1,2,2)et A, =A+v=(2,-1,1). a,b,¢c,d
vérifient donc le systéme d’équations

a-+c =d
a+2b+2c =d
2a—b+c¢ = d.

L’ensemble des solutions de ce systéme est (a,b,c,d) €
Vect(((l7 1, -2, —1))). Une équation cartésienne du plan

est donc
x+y-2z+1=0.

2. équation du plan P’ paralléle o P passant par
B =(0,1,0) :

P’ ayant méme direction que P, P’ est I’ensemble des
solutions d’une équation du type z +y — 2z = d’. Comme
B =(0,1,00 € P,onad =0+1—-2x0 = 1. Une
équation cartésienne de P’ est donc

x+y-2z-1=0.

3. équation du plan P" paralléle o P’ passant par
I = A+B .
2

De méme que tout a 'heure, P” a une équation du
type x +y — 2z = d”. On pourrait calculer d’ de la méme
maniére que tout a ’heure, mais il existe une autre mé-
thode. Comme A est solution de x +y — 2z = —1 et B

solutionde x +y—2z=1,on a que [ = ‘“TB est solution
dex+y—2z= % = 0. Autrement dit, une équation

de P est
x+y-2z=0.

EXERCICE 1.11. :

1. équation du plan P passant par A = (1,0,1) de vec-
teurs dir. u = (0,2,1) et v=(1,—1,0) :

EXERCICE 1.12. :

1. On note Dy et D} les solutions respectives des équations

ax+biy+ciz = 0

a2x + by +coz = 0
et

ajx+bly+ciz = 0

abhr +byy +chz = 0.

» Droites vectorielles :

a; by Cl)etA’:(ajl bjl cjl )
az b2 c2 ay by ¢
Alors Dy et Df sont les noyaux respectifs des applica-
tions linéaires associées aux matrices A et A’. Ce sont
des espaces vectoriels de dimension 1 si et seulement si
rg(A) =rg(A’) =2.

Si on note 4; = (a;, b, ¢;) et A}, = (a}, b, c,) pouri = 1,2,
on obtient que Dy et D sont des droites vectorielles si
et seulement si {A;, As} et {A4], AL} sont des familles de
vecteurs linéairement indépendants.

On pose A = (

> (Do =D)) & (Vect(Ar, A2) = Vect(A], Ab)) -

Notons P = Vect(A4;, As) et P’ = Vect(A}, Ab).
Si P = P’, alors il est clair que Dy = Dj,.

Supposons maintenant que Dy = Df. On prend V un vec-

teur directeur de Dy = D{. On considére 'application
linéaire
g: R2 — R
X = WX

Elle est surjective de noyau Vect(A;, As). De plus, on sait
par hypothése que A}, A, € ker(g). On en déduit donc
Vect(Ay, As) = Vect(A], AY).

2. On note D et D’ les solutions respectives des équations

amr+bhiy+cz = db

asx +boy +coz = do
et

adlx+bly+ciz = d

abhr + by +chz = db.

» Droites affines :

Si D est une droite affine, alors elle est non vide. On note
By un point de D. On a alors D = By + Dy, ou Dy est une
droite vectorielle. On obtient ainsi, d’aprés la question
précédents, que A; et As sont linéairement indépendants.



Si A; et As sont linéairement indépendants, on a vu
que 'application
h: R? — R?
X - AX

était surjective. On a donc que h_1<(d1,d2)) est une
droite affine.

Les conditions sont semblables pour ’équation D’.
> (D//D') & (Vect(Ar, Az) = Vect(A}, Ab)) :

Les directions de D et D’ sont respectivement Dy et
Dj. Les droites sont paralléles si et seulement si leurs di-
rection sont identiques, autrement dit, Dy = D{. D’apreés
la question précédente, ceci est vrai qi et seulement si
Vect(Ay, Az) = Vect(Al, AS).

EXERCICE 1.13. :

On se place dans l'espace affine £ d’espace vectoriel
associé R™. On se donne une droite D de Iespace & et on
note D = A+ Vect(u), ot u est un vecteur directeur de
D non nul.

On se donne un repére affine R de £ tel que
R = (A, B),

ou B={u,es,...,e,} est une base de R".

Dans ce repére affine,
D ={(x,0,...,0) | z € R}.
Ainsi,
E—D={(v1,22,...,7) | (x2,...,2,) € R"™F —{0}.
L’application
P R x R*! — &
(z1, (2, ... xn)) +—  (T1,...,2n)

est un homéomorphisme tel que (R x (R"~1{0})) = D.
On en déduit donc que le nombre de composantes
connexes de D est celui de R x (R"™! — {0}), qui est
2 dans le cas n = 2 et 1 dans le cas n > 3.




