Applications affines

EXERCICE 1.14. :
Supposons que F soit un espace vectoriel sur le corps K.
Hypothése : Vo € E,3N, €e K| f(z) = A\pz.

Homothétie vectorielle : IX € K | Vo € E, f(z) = Ax.

> Si f vérifie 'hypothése, c’est une homothétie vecto-
rielle :

Il s’agit de vérifier que A, est indépendant de x, autre-
ment dit, que A\, = Ay pour tout x,y € F.

Si x et y sont linéairement indépendants, alors on a

f@) + fy) =X + Ayy

flz+y)

I
)\ery (-T + y)

= AziyT + Apyy
Par unicité de ’écriture, on obtient
Az = Apty = Ay

Si x et y sont liés, il existe «, 8 € K* tels que ax+ By = 0.
Alors

0= f(az + By)

oz + By

Aea + Ae By — Ao By + BAyy

Ae(az + By) —By(Ae — Ay)
——

=0
52/(/\3/ = Az).

Comme By # 0, on en déduit que Az = Ay.

Sl

)= )\:L,A—B), autrement dit,
(z) = M.

il existe A, tel que @ (

6l

L’exercice précédent nous dit qu’il existe A tel que
—
g = AMdg.

» L’ensemble des applications affines d’applications
vectorielles associées AId sont des translations ou des
homothéties.

EXERCICE 1.17. :

1. D’aprés le cours, on sait que si £ = ker(p — Id) @
Im(p — Id), alors il existe une unique décomposition

<P=7fu0¢=1/)0tu

ol @ (u) = u et 1 est une application affine avec un point

EXERCICE 1.15. :
» Montrons qu’il existe A tel que @ = M dg :

Soit z € Eet A€ E£. OnposeBEEtelque/l—B):x.
L’image de la droite (AB) par ¢ étant une droite paralléle,

EXERCICE 1.16. :

1. s est une application linéaire :
Pour tout z,2’ € X et A € R, il existe u,u’ € F,v,v' € G
tels que z = u+v, 2’ =« +v'. On a alors

s((u+ ) = (u+ )
—_— Y

s(z 4+ Aa')

e

eF
s(x) + As(z').

s est une involution : On vérifie (facilement) que s? = Id.

2. Comme O' € F, on a 00 ¢ F et donc sF(O—O;)
OO'. On a donc
— N —_— —— — —
OM' =sp(OM) & 00" +0'M' =sp(00") + sp(0]
—_— — = —_
& 00'+0'M'=00"+sp(0O'M)
& O'M =sp(O'M).

3. o est affine et ne dépend pas de O :

On note que ¢(0) = O par définition. Ainsi, on obtient

O—‘rSF(O—Z)W)_)
a(0) + sp(OM).

o (M)

sp étant linéaire, o est affine.
De plus, si O’ € F, on a

O+ SF(O—)M)_)
o(0) + sF(%
o(0") + sp(O'M)

o(M)

fixe. Notons que, comme @ est une symétrie, alors elle
est involutive (@2 = Id).

» On montre que E = ker(@ — Id) ® Im(¢ — Id) :

Gréace au théoréme du rang, il suffit de montrer que
ker(¢ — Id) NIm(@ — Id) = . Soit donc z € ker(¥ —
Id) N Im(g — Id) = 0.

relm(yp —Id) = 3IyeE | v=0y) —y.

r €ker(g —Id) = @(r) =2.

On en déduit que

r = g(?(y) ;y)

= Py - FW)

N = ?(y) - ?(y)
M) = 0.

» 1) est une symétrie affine :
L’application 1 admet un point fixe, noté O. Elle s’écrit
donc

—
V(M) =0+ ¢ (OM),

avec p une symétrie vectorielle. C’est la définition d’une
symétrie affine.

2. ¢2=1d A 02 =1d:

Prenons par exemple une symétrie glissée t, o 1, ou
—

u € ker(v — Id) non nul et ¥ une symétrie affine par

rapport & un hyperplan F.
VM € F, p>(M)=M +2u # M.

/ !/
O+ sp(O'M).



EXERCICE 1.18. :
1. Existence :

Soit M € &. Par hypothése, il existe P € £ tel que
©(M) = ¢?(P). On obtient directement

N _
¢ (Mp(P)) = 0.
2. Unicité :

» On montre que £ = ker(@) & Im(@) :

Grace au théoréme du rang, il suffit de montrer que
E =ker(@) + Im(p).

Soit donc x € E et O € £. 1l existe alors M € £ tel que
—_—

w(O)M = z. Par la question précédente, il existe P € £

e
tel que M¢(P) € ker(¢). On en déduit

r = ¢(0)M
= 20)a(P) + o(P)p(M)
= $(OP)+ ¢(P)p(M)
€ Im(P) + ker(F).
> Supposons qu’il existe P,P’ € &£ tels que
Mp(P), Mp(P'") € ker(g). On a
Mo(P) = Mp(P') + o(P)p(P)
— Mp(P) + B(P'P)

D’ou ?(P’P) € Imy Nker(@). Or Im@ Nker(F) = {0}.
Finalement, on obtient bien ¢(P) = ¢(P’). Le résultat de
I'unicité de u en découle immédiatement.

3. Exemple : Toute projection affine.

déterminée par 'image d’un point A € £ quelconque et
d’une base de F, autrement dit, f est entiérement déter-
minée par 'image d’un repére affine.

(De méme, toutes les autres transpositions ont des anté-
cédents).

EXERCICE 1.19. :

Toute application affine s’écrit f(M) = f(4) +
— —
f(AM) pour tous A,M € &. f est donc uniquement

EXERCICE 1.20. :

Notons Aff(7) V’ensemble des application affines
conservant 7. On considére I’application

x: Aff — G4(A,B,C, D)
P ( A B C D )
A f1(B) f(C) f(D)

On va montrer que y est un bien définie puis que c’est un
homomorphisme bijectif.

» x est bien défini :

Il faut vérifier que I'image d’un sommet est un sommet.
En effet, comme f est une application affine, elle envoie
tout segment [MN] sur un segment [f(M)f(N)]. Tout
sommet doit donc étre envoyé sur l'extrémité d’une ar-
réte, faute de quoi l'image de 7 ne sera pas conservée.
De plus, le méme argument montre que deux sommets
disjoints sont envoyés sur deux sommets disjoints.

> x est un morphisme : si M € {A, B,C,D}, on a

x(fog)(M) = (

[
A/\/\A

» y est injective :
Six(f) = Id, alors f fixe les points A, B, C, D qui forment
un repére affine de I’espace. C’est donc l'identité.

» x est surjective :

Comme les translations engendrent Gy, il suffit de vérifier
que les transpositions ont un antécédent. Soit donc 7 une
transposition de &4, par exemple 7 = (4, B). On pose
le milieu de [AB]. Si s est la symétrie affine de plan ICD
et d’axe (AB), on a x(s) = 7.

EXERCICE 1.21. :

1. Les points A, B, C forment un repére affine du plan. ¢
est donc entiérement déterminé.

2. » J est injective :
Soit x tel que @ (x) = 0. Alors il existe o, 3 € R tel que
x = aAB + BAC. Alors

0=F(®) = aB(AB)+F3(AC)
= aBC + (BA.

=3 =1 . . .
Les vecteurs BC' et BA étant linéairement indépendants,
on obtient & = =0 et donc z = 0.

> ¢ est injective car @ lest.

En effet, supposons que p(M) = p(N), alors ¢ (MN) = 0
—_—

et donc M N = 0, autrement dit, M = N.

3. ¢ = Id car elle fixe les trois points du plan A4, B, C.

4. Le centre de gravité G du triangle A, B, C est point
fixe de . En effet, il est déterminé par

— 1] — —
AG = §(AB + AC).
On en déduit
1/— — A
(@) p(A) + 5(P(AB) + F(AC))
= B+ 3(BC+ BA)
= G.

EXERCICE 1.22. :



Soit O € & fixe. H = {t,opo | u € E,po(M) =
—
O+ f(OM) VM € £}. On va montrer que H est l'en-
semble cherché.

» Pour tout ¢ € H,ona @ = f.

» Supposons maintenant que 1 soit une application affine
—
vérifiant ¢ = f. Pour tout M € &, on a alors

W) = (0)+ fOM)
= OY(0)+0+ f(OM)
vo (M)

= g3 © po(M)

EXERCICE 1.23. :
On note ¥ = p o h(O,\) o p~ L.

Six=1,¢=1Id.

SiA# 1, ¢ =h(p(0),A) :

On a E) = Md. C’est donc une homothétie de rapport
lambda. De plus, on a ¥(¢(0)) = ¢(O).

On pose ¢ = h(B, N') o h(A, \). On a alors ¢ = N'AId.
> Si A =y(A), ona AA = (1 - N)AB :

(A) = h(B,X)oh(A,A)(A)

h(B, N')(A)
B+ VBA
A+ AB+ NBA
A+ (1—N)AB.

N
» Si M\ =1,ona 1y = Id. On en déduit que 1) est
une translation. On note u son vecteur. Grace au calcul
précédent, on obtient :

. .
u=AA = (1 - XN)AB.

» Si M # 1, 4 est une homothétie de rapport M’A. On
peut vérifier que son centre est le point O tel que

1-XA —

1- /\’/\AB

N 1

A0 =T—x

i

EXERCICE 1.24. :

(RAPPEL) : Le centre © d’une homothétie de rapport
1 # 1 est donné par les formules suivantes :

—;_ —
QM'" = uQM

ou
- 1 —
MQ=—MM
I—p
ot M’ est 'image d’un point M € £ quelconque.

h(O,N'N) si NA# 1
N 1-X AP
1 h(B ) oh(A,2) = { OVO=A+ T5AB

sinon.

—

tanas

EXERCICE 1.25. :

& On suppose que A,y # 1.
On pose C" = h(B, p)(C) et C" = h(A, \)(C").

A
C//

B / C
On a ¢

C" = h(A,\) o h(B, p)(C) = h(C,v)(C) = C.

On en déduit que C’ € (BC) N (AC") =
On trouve

(BC) N (AC).

(AC) = (CC") = (BC)
et donc finalement A € (BC).

EXERCICE 1.26. :
On note R le repére affine de &£, d’origine notée O.
» Translation :

On sait que

ts(M)=M+9=0+0M +7v
SiM:(xM ) etU:(a )70n0btient
YM ) r b
zhy = zm+a
Y = Ym +0b

» Homothétie :

On sait que

h(A,\)(M) = A+ MAM = A + A(OM — OA).

Si M= ( LM ) et A= ( ra ) , on obtient
Y ) YA )
{ Thy = za+ Moy —z4)
Yu = ya+ Mym —ya)

EXERCICE 1.27. :

1. Soient D1 :y =2x+1, Dy : y =22+ 3, D3 : © = 3y,
Dy:2=3y+4. Onnote A =DyNDy, B="DyNDy,
C=D3sNDy et D=DyNDs.

Dy

Dy
D3

Dy D’ c’

A B’




On va construire une application affine ¢ qui envoie les
points A, B,C,D respectivement sur les points A’ =
(0,0), B'=(1,0), ¢'=(1,1), D’ =(0,1). On a

= (4) + ¢ (AM)
—

= A+ ¢(AM)
A

A+ AA + G(AM)

= t O PAr.

(M)

vy
ol w4, est 'application affine affine admettant A’ comme
point fixe et d’A.L. associée .11 suffit donc de déterminer

. . .o, . — 2 2

une application linéaire ¢ transformant la base AB, AD
—_— ——
en la base A’B’, A'D’.

» On calcule les coordonnées des points A, B, D. On ob-

tient
1/ 13 1/ 7 1/9
a==3(m ) 2==5(5) 2==3(5):
o _1( 3
Remarque : C' = —¢ 1

—
OnadoncAB:%(

» Pour trouver la matrice M de ¢, il faut résoudre les
équations

—_—

A'B’

—

—
MAB =
—
MAD =

A'D’.
OntrouveM:PlouP:%(g
1 4 =2

M‘Z(—1 3 )

» Finalement, l'expression matricielle de ¢ envoyant
A,B,D sur A", B’, D’ est

0 W~

) , ¢’est-a-dire

X' =A+MX-A)=MX-A)
et une expression paramétrique de ¢ est

{ 4o’ = 4z +B) -2y + L)
4y = — x+33)+3(y+31)

> p(C)=C":

On peut le vérifier par calcul, mais on peut le faire de
maniére plus élégante :

On pose C’ tel que A’B’C’'D’ soit un carré. On a

C eDsNDy = p(C) € p(D3) N(Dy)
Or, ¢(D3) est la droite parallele & p(Dy) et passant par
@(D) = D’. On a donc ¢(D3) = (D'C’). De méme, on a
¢(D1) = (B'C"). On en déduit
p(C) € (D'C)N(B'CY) ={C"}.

2. Ceci ne fonctionne pas pour n’importe quel quadrila-
tére. Il doit étre un parallélogramme :

EXERCICE 1.28. :
Notation : On note
R=(0,B) et S =(Q,C)
deux repéres de £ et
R =(0,B)et S =(,C)

deux repéres de £’. On se donne une application affine
¢ : & — & Onnote Ap g la matrice de @ dans les bases
B et B'. Pour plus de clarté, on notera Pg ¢ la matrice de

passage d’une base B a la base C.

On cherche a exprimer p(X)s a laide de Xs,
A= ?B,B’ et B= QO(O)R/.

On a
P(X)s = PereXs + 0(Q)s.
On sait que
Pec = PopPrsPsc

= Pe g APgc.

et
!/
(Q)s = Y(Q)cr
!/
= Por g Vp(Q)p
= Por (05 + 0'¢(0)p + 0(0)p(Q)5')
—

= PC’,B’ (Q/O/B’ + B+ ?(ﬁ)lg/)
= Pop(— Q% + B+ AQg).

Si on note P = Pg¢ et (Q = Pp/ ¢/, on obtient

o(X)sr = Q7'AP Xs+ Q7' (— Q) + B+ AQg)
= Q 'AP Xs+Qr)— Q% +B)

Autrement dit,

Q(P(X)S/ + Q;Z’ = A(P Xs + QR) + B.

EXERCICE 1.29. :

On va montrer que I’ensemble des applications affines

—
vérifiant la condition M'M"” = aM M’ sont les applica-
tions affines po € Af f(£) vérifiant :

Pou)=uet Pov)=av, Yue H, vEF
pour une décomposition £ = H @ F' ayant un point fixe

O € mcE.

REMARQUE : Si H = (), ¢ est une homothétie et sinon,
H est une affinité de rapport «, de direction F' et de base
H=0+H.

démontration :

La propriété énoncée rappelle la définition d’une affinité
vectorielle f, ou
f() =av Vv € Im(f — Id).
On va donc naturellement s’intéresser aux espaces
H =ker(¢ — Id), F =Im(g — Id).
e On montre que ¥ = H P F :



D’aprés le théoréme du rang, il suffit de montrer que
HNF=0.

—
Soit x € F, il existe OM € F tel que

L —

xr = ¢(OM)—-O0OM

O'M —OM

O'0+0OM' —-0OM
—_—

= O0+MM.

Pour tout x € F, on a donc

— — A — 2
) = $(00)+ ¢ MM)
RS Tt
— P —
= a0'O+aMM’
= ox.

Si, de plus, x € H, on a ainsi
0=F()—z=(a— 1)z
Finalement, comme « # 1, on obtient x = 0.

e Forme de ¢ :

Les résultats obtenus ci-dessus permettent de dire
directement que :
Pu)=uVuec H
(par définition du noyau H = ker(@ — Id), et

P(v)=avVveF.

e Forme de ¢ :

(D’aprés un résultat de cours), comme E = ker(p — Id)®
Im (¢ — Id), on sait qu’il existe u € ker(@ —Id) et O € €
tels que

@ =1ty 0o,

ol g est une application affine a point fixe O.

On montre que u =0 :

Par définition de O et u, on a

e

00" = u € ker(p — Id).
Autrement dit, on a

— —_— — —
00' = a0'0" = aF(00) = 200/,

. - ~¢
ce qui donne u = OO0’ =0, car a # 1.

EXERCICE 1.30. :

1. Soit D une droite vectorielle. On a

GL(D) = {\d | A € R}.

Soit ug un vecteur directeur non nul de D. Soit f € GI(D).
11 existe alors A € R* tel que f(uo) = Aup. On vérifie (fa-
cilement) que f = AId.

2. Soit D une droite affine. On a

GA(D) = {homothéties, translations}.

Soit ¢ € GA(D). Celle-ci a une application vectorielle
associée f € GL(D). Il en résulte que f = A d pour un
A € R*. Autrement dit, ¢ est une translation si A =1 ou
une homothétie si A # 1.




